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NUMEROS COMPLEJOS
Comprobar que

a. (V3-2i)-i(2—+V3i)=4

b. (1—1)°=8i
Escriba el numero complejo dado en la forma a + ib
. 1
a. 3i+—
2—1 5
. 2—i

o, (2+30) (2

( T ) 1+2i

Suponga que el producto z; - z, de dos nimeros complejos es una constante real
diferente de cero. Demuestre que z, = kZz;, donde k es un numero real.
Demuestre que z; - Z, + Z; - z, = 2 Re(z,2,)
Verificar que (z4) = (2), usando la propiedad Z;Z; = 7; 2,
Hallar todas las raices en coordenadas rectangulares
a. (20)2
b. (—8—8V3i)/*

Hallar un valor de arg (z) para
i

a. Z = -
—2-21

6
b. z=(v3—1)

Demostrar que si Re(z,),Re(z,) > 0 Entonces Arg(z; - z,) = Arg(z,) + Arg(z,)
Probar que V2|z| = |Re(2)| + |Im(2)|
Demostrar |z;| — |z,| < |z, — z,|

1 1
B
z4%—4z7243 3
Demostrar que la ecuacion |z — z,| = R del circulo con centro en z, y radio R, se puede
escribir de la siguiente forma

Demuestre que si z esta en el circulo z = |2| entonces:

|z|> = 2Re(zZy) + |z4|? = R?

Usar la formula de De Moivre para deducir las siguientes igualdades
a. cos360 =cos30 —3cosOsin?0

Comprobar que arg C—l) =arg(z;) —arg(z,)
2
Comprobar que (—1 +i)7 = —8(1 + i)
Hallar las cuatro raices de la ecuacién z* + 4 = 0 y usarlas para factorizar z* + 4 en

factores cuadraticos con coeficientes reales.
Seaz € C;z # 1,n € N, demuestre que:

_ i+l
1—2z

Probar que si C es cualquier raiz n-ésima de la unidad, entonces:

14+z+2z%+- 42" =
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1+C+C*+-+C"1=0
19. Demostrar que el siguiente conjunto es abierto:
S={zeC-1<Im(z) <3}

20. Sea z = —V/6 — V/2i. Encontrar:
a. Arg(z).
b. arg (2).
c. Forma polar.

d. Forma exponencial.
1

21. Encontrar las raices de z = (—1 + i)s.
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FUNCIONES ANALITICAS.

Describir, para la funcion f(z) =

o7 SU dominio justificando el porqué del conjunto
solucion.

Expresar la funcién f(z) = z3 + z + 1 enlaforma f(z) = u(x,y) + iv(x, y).
Escriba la funcion f(z) = z + i; z # 0,enlaforma f(z) = u(r,8) + iv(r, 6).

Hint: Utilice la forma polar z = re'®en conjunto con la identidad de Euler.

Esboce el dominio de la funcion dada:

a) f(z)=—

|z—i|-1
2—Z
b) f(2) =—
Demuestre los siguientes limites utilizando la definicion.

a) lim (Z) =L

z—1 \2 2

, 3z%-223+82%2-2z+5 .
b) hm( : )=4+4l.

Z-1 Z—1

c) lirr%(z2 —z+4) =4
VA

d) lim Re(z) = Re(zy).
zZ-2Zg

e) lim z = Zz,.

f) 1im (%) =

z-0 \ Z
Calcule los siguientes limites usando los teoremas.

a) 1im(2z% — 3z + 8).
VA
b) lim (M)

7——2i \ z2-2z+4
¢ lim (23—‘”8)
in \z*+4z2+16/"

z—2e 3

. z+3

d) lim (—)
z—1 \z3+4222-7-2
, 2z%-5

e) lim .
z—00 \z2+8z—1

Mostrar que 11'1‘% G) = ooy que lim (l) = 0. Puede hacer uso de los teoremas.
VA

Z—00 \Z
z%+4 Y
Seaf(Z)Z{z—Zi'Z .
344i; z=2i

a) ¢Escontinuaenz, = 2i?
b) éEscontinua en z, # 2i?

c) Redefina la funcién de forma que sea continua en todo z,.
3z%-22z3+82z2-2z+5
Seaf(z) = .
VAl
la funcién de forma que si lo sea.

, ées continua en z = i? En caso de que no lo sea, redefina

10. Determine los puntos en donde es analitica la funcién:

a) f(z) = (x + sin(x) cosh(y)) + i(y + cos(x) sinh (y))
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b) f(z) = e~? cos(In(r)) + ie~? sin(In(r))
11. Siu(x,y) = xzi—yz encuentre v(x, y) tal que f(z) = u(x,y) + iv(x, y) sea analitica en
un dominio D.
12.Sea u(x, y) = e *(xsin(y) — ycos(y)):
a) ¢éEsuna funcién armodnica?
b) Encuentre v(x,y) tal que f(z) =u(x,y)+iv(x,y) sea una funcidn
analitica.

13. Sea f(2) = =
a) Demostrar por definicion en qué puntos es diferenciable y obtener su
derivada.
b) Determine dénde la funcidn es analitica y donde no lo es. Justifique.
14. Sea f(z) = z. Demuestre por definicién que no es diferenciable.
15. Considere f(z) = z — Z. Utilizando los teoremas de Cauchy-Riemman determine donde
es diferenciable.
16. Encuentre la imagen del conjunto bajo la funcién dada:

5n
A= {Z € C: Re(z) = —?} bajo f(z) = cos(z).
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1.
2.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

FUNCIONES ELEMENTALES.

Probar que e 21370 = o2,

Encuentre z en los complejos que satisfaga la ecuacién dada

a) e?=-2

b) e? 1 = —ie3

c) cos(z) =2

d) [tan(2)|=1
Demostrar%eaz = ae%, donde a es una constante arbitraria.
Demostrar%ln(f(z)) = %

Encuentre el valor de i, ¢Tiene algln sentido este resultado dentro de los nUmeros
reales?

Utilice el resultado anterior para hallar el valor de Vi

Encuentre el valor principal de (1 — i)*

Determine si (z%1)*2 = z%1%2 ¥z, a,,a, € C. Si es cierto, demuéstrelo, si no, de un
contra ejemplo.

Encontrar las siguientes derivadas

a. cos*(2z + 3i) b. ctg(z)
c. (z—3i)*+2 d. csch (2)
Encuentre los puntos donde la siguiente funcidn es derivable. Justifique
z%e?
w =
z3 -1

Para f(z) = coth(z), obtener
a. Dominio
b. Continuidad
c. Diferenciabilidad
Determine todos los valores de z que satisfacen las ecuaciones dadas
a. cosh(z) =i
b. sinh(z) = -1
c. sinh(z) = cosh(z)
d. sinh(z) = e*
Demostrar que
a. sinh(z + mi) = —senh(z)
b. tanh(z + i) = tanh (2)
Demostrar las siguientes identidades
a. senh(z;+z,) = senh(z,) cosh(z,) + cosh(z,) senh(z,)
b. In (2,2, = In(z,) + In(z;)

c. In(e?)no siemprees z
1

Demuestre que sin~1(z) = —iln [iz + (1 - 22)5]
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Iv. INTEGRALES
1. Sin calcular la integral, encuentre una cota superior para la integral dada

a) fc(ez — Z)dz, donde C es el triangulo con vértices en los puntos 0,3i y —4 con
orientacién positiva

b) fcn e™ donde C es el cuadrado con vértices en 0,1,1 + i, i con orientacién positiva.

2. Calcule las siguientes integrales

a) f—g ZZ dz donde C: |z — i| = 2 orientado positivamente
cZ +z4-5z+3

b) [ log(z)dz;C:|z| =2
c) fclzl2 dz; C: segmento rectilineoquevadez = —iaz = 1.

d) fC(z2 — 3z)dz; C es la semicircunferencia con centro en el origende z =4 az =
—4.

Vs
3. Evaluar f04 eltdt.

Probar que [__f(2)dz = — [ f(2) dz.
5. Sea el arco de z = 2 hasta z = 2i situado en el primer cuadrante del plano complejo,

probar que: |fc 4

223_1 dzl < 67”. Usar desigualdad del triangulo.

dz
z2-1
|z| = 2 hasta z = 2i en el primer cuadrante. Dato: z es punto de c y debes usar las
propiedades de desigualdades y mddulos.

. . [ . .
6. Sin evaluar la integral, probar que |fc | < 3 donde C es el arco de la circunferencia

1
7. Empleando una primitiva, hallar el valor de la integral fczi dz donde c es cualquier

camino cerrado simple que va desde z = —3 hasta z = 3. Dato: El integrando es
1

continuo a trozos sobre C, la rama z2 no esta definida sobre el rayo 8 = 0, donde z=3.
Escoger otra rama.



