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| - TEORIA DE LA MEDIDA

1. Demuestra que si X posee mas de un elemento, entonces P(X) tiene al menos dos
o — algebras.

2. Sea (4,) una coleccién de subconjuntos de X. Si definimos

limsupA,, = ﬂ(CJ Ay)

neN k=n

Probar que limsupA,, coincide con el conjunto de puntos que estdn en infinitos

conjuntos 4,,.

3. Sea S el espacio muestral de un experimento, definamos a E € P(S) como el
conjunto de eventos posibles. El conjunto E, ¢Es una o — algebra?
4. Sea X un conjunto, A = P(X) y x € X. Definamos la funcién §,: A — [0, o] tal que
6,(A) =1six € Ay d,(A) = 0 en otro caso. Demuestra que §,.es una medida.
5. Si (X, A, p) esun espacio con mediday E € A, demuestra que
p2(A) = p(ANE)
es una medida.
6. Sean (X,S) un espacio medible, 4, uy: S = [0, ] medidasy ¢y, c, = 0. Demuestra
que la funcién
U= Cilq + Colp
es una medida también.

7. Sean () una sucesion de medidas y sean ¢, > 0, ¢Yn=q Cpidn €S Una medida?
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Il - FUNCIONES MEDIBLES

1. Demuestra que la sumay el producto de funciones reales medibles también son
funciones medibles.
2. Demuestra que el valor absoluto de una funcion medible es una funcion
medible.
3. Sea {f,(x)} una sucesién de funciones medibles definidas en un conjunto
medible E. Demuestra que
{x € E|f,,(x) converge}
es medible.
4. Sea (X, ) un espacio medible y f,g : X > [0,o°] funciones Z-medibles.
Probar que
{x e X|f(x) = g(x)}
es medible.
5. Sea f:R — R, probar que f es medible Lebesgue si y sélo si f? es una funcién

medible y {x|f(x) > 0} es un conjunto medible.
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Il - INTEGRACION

1. Demuestre que cada funcidn medible no negativa, definida sobre un subconjunto
medible E, es limite de una sucesion creciente de funciones simples no negativas.

2. Si (f,)n=1 €s una sucesion de funciones medibles no negativas, demuestre que
Je lim f,dm < lim Jz fadm.

3. Sea f:E — [0,0] integrable tal que fA f(x)dx = 0 para todo A € E medible.
Probar que f = 0 en casi todo punto de E.
4. Sean f,, f funciones no negativas integrables tales que

o limf, =f
e lim [ fydm=[fdm

Prueba que [|f;, — fldm =0
5. Sea S ={z € C|||z|| = 1}. Decimos que dos conjuntos 4, B C S son congruentes
si existe un numero real a tal que B = {ze'*|z € A}, esto es, B es obtenido por A

mediante una rotacidn de un dngulo . Demuestra que existe una secuencia (E},)

de conjuntos congruentes disjuntos a pares tales que S = Up»1 En-



