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I – TEORÍA DE LA MEDIDA   

1. Demuestra que si 𝑋 posee más de un elemento, entonces 𝑃(𝑋) tiene al menos dos 

𝜎 − á𝑙𝑔𝑒𝑏𝑟𝑎𝑠. 

2. Sea (𝐴𝑛) una colección de subconjuntos de X. Si definimos 

𝑙𝑖𝑚𝑠𝑢𝑝𝐴𝑛 = ⋂(⋃ 𝐴𝑘

∞

𝑘=𝑛

)

𝑛∈ℕ

 

Probar que 𝑙𝑖𝑚𝑠𝑢𝑝𝐴𝑛 coincide con el conjunto de puntos que están en infinitos 

conjuntos 𝐴𝑛. 

3. Sea 𝑆 el espacio muestral de un experimento, definamos a 𝐸 ⊂ 𝑃(𝑆) como el 

conjunto de eventos posibles. El conjunto 𝐸, ¿Es una 𝜎 − á𝑙𝑔𝑒𝑏𝑟𝑎? 

4. Sea 𝑋 un conjunto, Λ = 𝑃(𝑋) y 𝑥 ∈ 𝑋. Definamos la función 𝛿𝑥: Λ → [0, ∞] tal que 

𝛿𝑥(𝐴) = 1 si 𝑥 ∈ 𝐴 y 𝛿𝑥(𝐴) = 0 en otro caso. Demuestra que 𝛿𝑥es una medida. 

5. Si   (𝑋, Λ, μ) es un espacio con medida y 𝐸 ∈ Λ, demuestra que 

𝜇2(𝐴) = 𝜇(𝐴 ∩ 𝐸) 

es una medida. 

6. Sean (𝑋, 𝑆) un espacio medible, 𝜇1, 𝜇2: 𝑆 → [0, ∞] medidas y 𝑐1, 𝑐2 ≥ 0. Demuestra 

que la función 

𝜇 = 𝑐1𝜇1 + 𝑐2𝜇2 

es una medida también. 

7. Sean (𝜇𝑛) una sucesión de medidas y sean 𝑐𝑛 > 0, ¿∑ 𝑐𝑛𝜇𝑛
∞
𝑛=1  es una medida? 
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II – FUNCIONES MEDIBLES 

1. Demuestra que la suma y el producto de funciones reales medibles también son 

funciones medibles. 

2. Demuestra que el valor absoluto de una función medible es una función 

medible. 

3. Sea {𝑓𝑛(𝑥)} una sucesión de funciones medibles definidas en un conjunto 

medible 𝐸. Demuestra que 

{𝑥 ∈ 𝐸|𝑓𝑛(𝑥) 𝑐𝑜𝑛𝑣𝑒𝑟𝑔𝑒} 

es medible. 

4. Sea (X, Σ) un espacio medible y f,g : X → [0,∞] funciones Σ-medibles. 

Probar que  

{𝑥 ∈ 𝑋|𝑓(𝑥) = 𝑔(𝑥)} 

 es medible. 

5. Sea 𝑓: ℝ → ℝ, probar que f es medible Lebesgue si y sólo si 𝑓2 es una función 

medible y {𝑥|𝑓(𝑥) > 0} es un conjunto medible. 
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III – INTEGRACIÓN  

1. Demuestre que cada función medible no negativa, definida sobre un subconjunto 

medible 𝐸, es límite de una sucesión creciente de funciones simples no negativas. 

2. Si (𝑓𝑛)𝑛≥1 es una sucesión de funciones medibles no negativas, demuestre que 

∫ lim
𝑛

𝑓𝑛𝑑𝑚 ≤ lim
𝑛

∫ 𝑓𝑛𝑑𝑚
𝐸𝐸

. 

3. Sea 𝑓: 𝐸 → [0, ∞] integrable tal que ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 0
𝐴

 para todo 𝐴 ⊆ 𝐸 medible. 

Probar que 𝑓 = 0 en casi todo punto de 𝐸. 

4. Sean 𝑓𝑛, 𝑓 funciones no negativas integrables tales que  

• lim 𝑓𝑛 = 𝑓 

• lim ∫ 𝑓𝑛 𝑑𝑚 = ∫ 𝑓𝑑𝑚 

    Prueba que ∫|𝑓𝑛 − 𝑓|𝑑𝑚 = 0 

5. Sea 𝑆 = {𝑧 ∈ ℂ | ||𝑧|| = 1}. Decimos que dos conjuntos 𝐴, 𝐵 ⊂ 𝑆 son congruentes 

si existe un número real 𝛼 tal que 𝐵 = {𝑧𝑒𝑖𝛼|𝑧 ∈ 𝐴}, esto es, B es obtenido por A 

mediante una rotación de un ángulo 𝛼. Demuestra que existe una secuencia (𝐸𝑛) 

de conjuntos congruentes disjuntos a pares tales que 𝑆 = ⋃ 𝐸𝑛𝑛≥1 . 


