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I. DISTRIBUCIONES MULTIVARIADAS

1. SiX e Y son variables aleatorias con funcién de probabilidad conjunta de la forma

fl,y) =c(y®?—x?)-e™” —y<x<y ; 0<y<ow
a) Encuentre el valor de la constante c.
b) Encuentre las funciones de probabilidad marginalde X e Y.

c) éSon X eY independientes? ¢Por qué?

2. SiX e Y son variables aleatorias con funcion de probabilidad conjunta de la forma

22Xty
fx,y)=c (x,—y,) ;x=0,12,...;y=012,..

a) Encuentre el valor de la constante c.
b) Encuentre las funciones de probabilidad marginalde X e Y.

c) éSon X e Y independientes? ¢Por qué?

3. Lafuncidn de densidad conjunta de Y1y Y,esta dada por

_{3y1, 0sy2 sy1 =1
fOmy2) = { 0, ec.o.l

a) Encuentre las funciones de densidad marginalde Y; y Y,
b) Obtenga la densidad condicionalde Y; dadoqueY, = y,.
c) Obtenga ladensidad condicionalde Y, dadoqueY; = y;.

d) Encuentre P(Y; g% Y, = %)
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4. Lafuncién de densidad conjunta de Y1y Y, estd dada por:

{6y12y2, 0<y, Syuy, ty, 2
0, e.

fOuy2) = o2

a) Verifique que ésta es una funcién de densidad conjunta valida.

b) ¢éCudl es la probabilidad de que Y1 + Y, sea menor que 1?
5. Lafuncién de densidad conjuntade Y1y Y;estd dada por

{k(l—yz), 0<y1 =y2=1

fOwuy2) = 0, e.c.o.l

a) Encuentre el valor de k que haga de ésta una funcién de densidad de probabilidad.
b) Encuentre las densidades marginalesde Y1y Yo.

c) Obtenga la densidad condicional de Y1 dado que Y2 = y2.

d) Obtenga la densidad condicional de Y3 dadoqueY1 = y1

e) Encuentre P (Y2 = 3|Y1 = 2)

6. SupongaqueYiyY;tienen funcién de densidad conjunta

_ (30y,%y,, yi—-1<y,<1-y59,0=<y =1
fOny2) { 0, e.c.o.l

a) Verifique que ésta es una funcién de densidad conjunta valida.

b) Encuentre P(Y1>Y>)

c¢) Demuestre que la densidad marginal de Y1 es una densidad beta con
d a=2yp =4

e) Obtenga la densidad marginal de Y2.

f) Obtenga la densidad condicional de Y, dado que Y1 =y1.
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7. Sean Y1y Y;variables aleatorias independientes que se distribuyen exponencial

con media=1.Encuentre P(Y1> Y| Y1<3Y>))

8. Sean X1y X variables aleatorias discretas con funcién de probabilidad

conjunta.

a) Encuentre P[X1 < 2]
b) Encuentre P[X1 < X2]

c) ¢éX1 y X2 sonindependientes? ¢Por qué?

X2
X1 1 2 3
1 1/12 1/6 0
2 0 /9 1/5
3 1/18 1/4 2/15
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Il. SUCESIONES Y CONVERGENCIA DE VARIABLE ALEATORIA

1. Sean, X1, X2, ..., Xn una muestra aleatoria. Sean X(1), X(2), .., X(n) las estadisticas de
orden. Demuestre que:

D £y ()= ) (1~ Pl

2) ) =n- f(x) [F ()]
3) 00 =(iJ 1 70 11 P

I1l. CONVERGENCIA CASI SEGURA

1. Considere el espacio muestral S = [ 0,1 ] con una medida de probabilidad uniforme en
este espacio, i.e.,

P([a,b]) = b-a, paratodo0 < a < b < 1

Definimos la secuencia {X,}, n=0, 1, 2, ... como:

n+1

2n
0, e.c.o.l

1, 0<S<
Xn(S) =

También definimos la v. a. X en este espacio muestral como:
C.S.
Demuestre que X — X

IV. LEMA DE BOREL-CANTELLI
1.Sea E], E2, ... una sucesidn de eventos en un espacio de probabilidad, demuestre que si:

ZP(En) <o - P(lim supE,) =0

n— oo
n=1

V. CONVERGENCIA DE DISTRIBUCION
1.Si X1, X2 ... son i-i-d- Uniforme (0,1) y Xn = MaX; c; <, Xi, determine si Xn converge en
distribucion.

V1. FUNCION CARACTERISTICA
Obtenga la funcién caracteristica de la una v. a. X ~ Poisson (A).

Obtenga la funcién caracteristica de una v.a. X ~ Exp (A).
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VII. TEOREMA CENTRAL DEL LIMITE

1. Demuestre el teorema del limite central.

2. La media del salario de un profesor de New Jersey es $52,174. Suponga que ladistribucién
es hormal con desviacion estandar $7,500.
a) Probabilidad de que un profesor seleccionado aleatoriamente gane menos que $50,000.
b) Sitenemos una muestra de 100 profesores, probabilidad de que la media muestral sea

menos de $50,000.

3. Sean Xy, X5, X3, ..., X40 Variables aleatorias independientes idénticamente distribuidas con
densidad de probabilidad
fx) =cx?,si0<x <2
a) Utilice el teorema de limite central para aproximar la probabilidad

P(x1 + Xy + -+ X40 < 37)
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VIIl. MOMENTOS Y ESPERANZA CONDICIONAL

1. Suponga que X e Y son variables aleatorias continuas con funcién de probabilidad conjunta

Encuentre E (X?2Y)

_(4x—xy),0<x<1,0<y<1
f(x,y)—{ 0, e.c.o.l.

a) Encuentre VAR(X —Y)
b) Determinep

c) Determine E(y|x)

2. Silafuncién de densidad conjunta de X e Y esta dada por

Ze—Zx

flx,y) = ,0<x<0,0<y<x

0, e.c.o.l.

a) Encuentre COV (x,y)

3.SiX eY sonv.a.i.i.con media py varianza a2 encuentre E[(x — y)?]

4. Un dado se lanza dos veces. Sea X igual a la suma de los resultados e Y sea igual al primer

resultado menos el segundo. Calcular COV (x, y)

5. Un prisionero estd atrapado dentro de una celda con tres puertas.
Puerta 1, regresa a la celda en dos dias, en la puerta 2 regresa a la celda en 4 dias y en |la puerta

3 sale en un dia, si seleccionas al azar la puerta éen cudnto tiempo promedio logrard salir?

6. Suponga que el nimero de personas que entran en un dia a una tienda es una v.a. con
media=50. La cantidad de dinero que gastan los clientes es una v. a. con media de 8 pesos. Son

variables independientes. ¢ Cual es la cantidad esperada de dinero en la tienda en un dia?

-6-
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7.Sea X1y X2 variables aleatorias discretas con funciones de probabilidad conjunta. Determine

E(x1|x2 = 2) yVAR(x1|x2 = 2).

Xz
X1 1 2 3
1 1/12 1/6 0
2 0 /9 1/5
3 1/18 1/4  2/15

Demuestre que Cov(x, E(y|x)) = Cov(x,y)

8. Si la densidad de probabilidad trivariada de X;, X,, X5 esta dada por:

(X1 +x5)e*3,0<x, <1,0<x,<1,x3>0
0, e.c.o.l.

f(x1,%2,%3) = {

Encuentra el valor esperado de X5%X5 dado X1 = 1/2

9. Si dos variables aleatorias tienen la densidad conjunta dada por:

(e YV, x>0,y>0
f(x,y)—{ 0, e.c.o.l.

Determine E(xy), E(x),E(y) y Cov(x,y)

2 2

10. Suponga que las variables aleatorias Y1 y Y2 tienen medias u1 y u2 y varianzas 014 y 02
respectivamente. Use la definicion basica de la covarianza de dos variables aleatorias para

establecer que:

Cov(Yy,Y2) = Cov(Y2,Y1)
Covi¥vYi)=Var(h) = o



