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| - ESTRUCTURAS ALGEBRAICAS

1. SeaG =Q+,a*b=az—b
OBS. 0 ¢ Q
¢ QTes un grupo?

2. Determine si (G,*) es un grupo.
SeaG =7Z%0+#Z axb=a+ b sumausual

3. SeaT ={P(x) = ag + ayx + a,x* + azx3| a; = 1}
¢éT es un subgrupo de P;(R)?
OBS.T = {1+ 10x +x3,5 —x? +x3,x3 ..}

4. SeaT ={A € M,,,,(R)| AB = BA, B matriz fija en M,,,(R)}
éSerd T un subgrupo de M,,,,(R) bajo la suma usual?

5. Sea (G,*) un grupo Abelianoy H, K S G subgrupos de G.
Se define el conjuntoH * K = {h - k|h € H,k € K}
Probar que H * K es un subgrupo del grupo (G,*).
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Il = ESPACIOS VECTORIALES

1. Determiney demuestre si el conjunto V es un espacio vectorial sobre R con la suma
y el producto por escalar usuales correspondientes, en caso de no serlo indique qué
axioma no cumple.

i) V=R3 _((fa 1
I i) V {(b C)|a,b,c€]R}

2. Determine siH es un subespaciode V = R?

) H={(xy) eR?y=x+1} i) H={(xy) €R?y=2x}

3. Describa el espacio solucién C; c R3 del sistema

x+2y—z=0 4x+2y+2z=0 3x+z=0

4. Sea A € My, (R) y H = {X € R"| AX = 0}. ¢H es un subespacio de R™?
5. Determinar si V es una combinacién de los vectores dados
i) V=R3v,=(240),v, =(3,24),v, =(0,1,2),v; = (0,3,0)
i) V=R?
SeaW ={k(3,-1)| k € R}
Sive R%,v=(24),iv=(24) eW?
6. Determine si H genera a R?
i) H=1{(32),(-10) i) H={(42)}
7. SiH ={(a,b)} generaaR?, si(x,y) € R?,;(x,y) = k(a,b)?
8. Considere W = {(x,y,z) € R3| x — y + z = 0} un subespacio en R3
Encuentre vectores que generen a W.
9. Determine si H es un conjunto Linealmente independiente o dependiente en el
espacio vectorial V.

i) H={(23),(1,0),(-1,4)} V=R?

i) V=@, H={(; 0).(0 1).G 3G D)
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Il — BASES Y DIMENSION

1. Determine si el conjunto de vectores dado forma una base, y describa al que espacio

generan.

(D)0 e (0)(2) () ()

c) EnP;:2x, x3—3,1+x —4x3,x3 + 18x — 9.
2. Demuestre que cualesquiera 4 polinomios en P, (R) son linealmente dependientes.
3. Establezca una base del espacio solucién del siguiente sistema homogéneo:
x—3y—z=0
2x—y+4z=0

4. Sean A = {ay,a,,a3}, B = {by, b,, b3} bases para un espacio vectorial V, y suponga
que:
a, = 4by — by, a, = —by + by, a3 = b, —2b;
a) Encontrar la matriz de cambio de basede Ba A,ydeaAa B.
b) Encuentre las coordenadas de x referidas a la base B, donde:
x =3a, +4a, +az

0BS. [x]4 = (3,4, 1))

o i [§ e[

Encuentre una base para el subespacio W generado por {vy, v,, V3, U4} .
6. Sea D; el espacio vectorial de matrices diagonales de 3x3
OBS. Una matriz diagonal tiene ceros en todas partes, menos en la diagonal
i) Encuentre una base para Ds.
ii) ¢Cual es la dimension de D3?
iii) ¢El conjunto de matrices diagonales 3x3 es un subespacio de las matrices 3x3

con la suma de matrices y multiplicacion por un escalar.
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IV — ESPACIOS VECTORIALES CON PRODUCTO INTERNO.

1. Determine sila funcién (X,Y): R> — R definida por:
(X,Y) = 3x1y; + 10x,y,
donde X = (x1,%,), Y = (¥1,y,) € R?, es un producto interno en R?.
2. Considere el espacio R3, con el producto interno candnico. Calcular la norma del
vectorv = (3,1,4)
3. Calcular la norma de los siguientes vectores de acuerdo con el producto interno
definido:
a) (2,4,—5) en R3 con producto interno (x,y) = x;V; + X3V, + X33

b) cos (x) en el espacio de las funciones continuas en el intervalo [-1,1] con

producto interno (f, g) = f_llf(x)g(x)dx
c) (2,4,—5)enR3 con producto interno (x,y) = x1y3 + XY, + X3y
d) (i,0,2 —i) en C3 con producto interno (x,y) = x, 77 + X375 + X3V3
4. Considere en M,,,(R), si A,B € M,,,(R),
A= o) #=(on o)
(A, B): Mz (R) x Mz, (R) - R
(A,B) = ay1b11 + a12b15 + az1byq + ay2b,, es el producto interno candnico en

M2x2 (R)

Ahora, considerando este producto, halle ||A|| si 4 = (i i)

5. Verifique si los siguientes conjuntos de vectores son ortonormales:

( \ (/2 v /A
1\ ([-L)[ L V3 -—\ (V6
NG 6|| V3 0 V2| | o
a={ o Ll o]y oB=] 2 Y [ L]}
1 ]| Ve 3 V3 — V6
7\ 2\ L 1]\ V2 ) |4
\ Ve / \v3/) "B Y \TE

6. Encuentre una base ortonormal para el espacio vectorial dado.

-4-
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a) R3,tomando labase B = {(3),(}),(})}
1 0 1

b) H= {(x,y,z) ER3:x — 2y + z = 0}

OBS. Primero obtener una base para el plano.

o) F={(xy,zw) ERt:x =2,y = —w}

7. SeaW = {ax? —2bx —2a+ b /a,b € R} un subespacio de los polinomios con
coeficientes reales y grado menor o igual a 2.

Definamos el producto interno entre dos polinomios como:

1
<pq>= Z p(Dq(i)

i=-1

a) Obtener el complemento ortogonal de W
b) Obtener una base ortonormal de W
c) Obtener la proyeccion sobre W de los polinomios:
i.P(x)= x*—2x+2 ii.S(x)=1
8. Calcula el complemento ortogonal de los siguientes subespacios (con el producto

interno usual).

a) Elplano xy en R3

b) {(x,y,z,w)|z = 2x}

c) {(0,0)}

d) Larectay = —x

e) {(x,y,2)|5x —y + 2z =0}
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V — TRANSFORMACIONES LINEALES

1. Determine si las siguientes transformaciones son lineales.

a) T:R>R,T(x) =2x+5 X Xty
T:R? - R3,T = |x —

b) T:R2 - R,T(x,y) = 5xy ¢ S RT [ ; yy

C) T:R- R, T(X) = XS f) T: RZ N RS,T(X', y) — (x _

d) T:Myyy > Myyy, T(A) =A— AT 2y,x + y,%x%)

g) T(ax’+bx+c)=ax?*=b

2. Sea Tuna transformacion lineal de R a R? tal que:
T(1,0,0) = (3,4),7(0,1,0) = (—2,0) y T(0,0,1) = (0,—1)

Calcule T(3,—1,7).

3. Demuestre que, si V es un espacio vectorial real, y la transformacion T:V = V
cumpleque T(x +y) = T(x) + T(y) y si = 0 entonces T(x x) =o< T (x).

4. Encuentre la representacion matricial de la transformacién lineal dada y encuentre su
nucleo, imagen, nulidad y rango. Indicar si la transformacion lineal es un isomorfismo;

en caso de serlo hallar su inversa.

a) T:R*>R% T()) = ( Xty )

y 5x + 3y

X x—5z
b) T:]R3—>]R3;T<y>= < 3y + 2z )

z xX—6y+z

c) T:P,->P;; T(a+bx+cx?)=2cx+b

X z x y—5z
5. SeanTl:]R3—>]R3;T1<y>=< 3y — 2z )yTZ:IR{3—>IR{3;T2<y>=<z—y—X>

z x—4y+z z 5y

Encuentre la representacion matricial de las siguientes transformaciones:

a) T, + T, d) TyoT;
b) TyoT, e) (Tyr
c) T,oT
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VI - EIGENVALORES, EIGENVECTORES Y APLICACIONES.

1. En las siguientes matrices, calcular los eigenvalores y su respectivo espacio
caracteristico. Ademads, indicar la multiplicidad geométrica y algebraica de los

eigenvalores.

2 1 1
-1 10 2 —1
a=( ) B= (2 3 2) c=( )
7 4 3 3 4 1 0
2. Determinar las siguientes matrices son diagonalizables y en caso afirmativo obtener la

matriz P talque P~*AP sea una matriz diagonal.

7 —1 2 1 0 3 -1 -1 5 4 1
a) (4 _3) nlo 1 o olt 1 -1 s -3 -1
0 0 O 1 -1 1 1 -1 1
3. Eleve la matriz a la potencia indicada:
7 =2 —4 1 2 1
aA)A=(3 0 -2/, A4%° b)B=(4 1 -1],B
6 —2 -3 2 1 1

OBS. Utilice la diagonalizacidon de las matrices
4. Encuentre la matriz ortogonal Q que diagonaliza la matriz simétrica dada. Después

verifique que Q*AQ = D, una matriz diagonal cuyas componentes diagonales son los

-1 2 2 1 -1 -1
b) < 2 -1 2) ) (—1 1 —1)
2 2 1 -1 -1 1

5. Escriba las siguientes ecuaciones cuadratica en laforma A v - v = d, elimine el término

valores propios de A.

“xy” rotando los ejes en un angulo 8, reescriba la ecuacion en términos de las nuevas
variables e identifique el tipo de cénica que describe la ecuacion.
a) 4x?—2xy+4y? =25 2x? _ 72xy | 23y°
d ———+
25 25 25
b) xy=1

c) 4x?—8V3xy—4y?=1




