
 

Universidad Autónoma de Nuevo León 
Facultad de Ciencias Físico Matemáticas 

Laboratorios de Cálculo Vectorial  
Enero - Junio 2023  

   

 

- 1 - 
 

I. CÁLCULO DE FUNCIONES: ℝ𝒏  → ℝ𝒎   

1. Calcular las primeras derivadas parciales y los gradientes de las siguientes funciones 

a) 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑥) =
𝑥2+𝑧

𝑦
 

b) 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑥𝑧 + 𝑒𝑦x + yco s(𝑥) 

c) 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑥) =
1

𝑥+𝑦+𝑧
 

 
2. Hallar la derivada direccional de la función en el punto dado y en la dirección del vector 

dado 
a) 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑒𝑧 ycos(𝑥) 𝑝0 = (0,0,0)𝑣 = (1, −2,1) 
b) 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑥𝑦 + 𝑥𝑧 + 𝑥𝑦𝑧𝑝0 = (1, −1,0)𝑣 = (5,1, −3) 

 
3. Dibujar algunas curvas de nivel de las siguientes funciones 

a) 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑥2 + 𝑥𝑦 
b) 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑥2 + 2𝑥𝑦 + 𝑦2 
c) 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑒𝑥𝑦 

 
4. Calcular la ecuación del plano tangente a las superficies en los puntos indicados 

a) 𝑥2 + 𝑦 + 𝑧2 = 3𝑝0 = (0,2,1) 

b) 𝑥2 − 𝑦2 + 𝑧2 = 0        𝑝0 = (0,0,
1

2
 )  

c) 𝑥2 − 𝑦2 + 𝑧2 = 0𝑝0 = (1,0,5) 
 

5. Obtener el rotacional y la divergencia de los siguientes campos vectoriales 
a) 𝐹 = 3𝑥𝑖 + 7𝑦𝑗 − 4𝑧𝑘 
b) 𝐹 = 𝑥2𝑖 + 5𝑦2𝑗 − 𝑧𝑘 
c) 𝐹 = (𝑥 − 𝑦)𝑖 + (𝑦 + 𝑧)𝑗 + (𝑧 − 𝑥)𝑘 
d) 𝐹 = 𝑥𝑖 + 𝑥𝑦𝑗 − 2𝑧𝑘 

 
6. Obtener el laplaciano de los siguientes campos vectoriales o escalares 

d) 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑥) = 𝑥𝑦𝑧 + 𝑧2 
e) 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑦𝑧 + 𝑒𝑥𝑧𝑦 
f) 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑦𝑠𝑖𝑛(𝑥) + (𝑥 + 𝑦)2 
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II. VALORES EXTREMOS 

1. Hallar y clasificar los valores extremos (si los hay) de las siguientes funciones 
a) 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑥3 + 3𝑥 + 𝑦2 
b) 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑥 − 𝑦 + 𝑥𝑦 
c) 𝑓(𝑥, 𝑦) = (4 − 𝑥)2+(1 − 𝑦)2 
d) 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑦4 + 2𝑥 − 𝑦 

 
2. Hallar los primeros tres términos de la serie de Taylor de segundo orden de la función  

𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑒𝑥𝑦 + 𝑦𝑠𝑖𝑛(𝑥) alrededor de x=0 y y=0 
 

3. Hallar los extremos de las funciones sujetas a las restricciones dadas 
a) 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑥2 + 2𝑥𝑦 + 𝑦       𝑠𝑢𝑗𝑒𝑡𝑎 𝑎      𝑥2 + 𝑦2 = 1 

b) 𝑓(𝑥, 𝑦) =
1

𝑥𝑦
       𝑠𝑢𝑗𝑒𝑡𝑎 𝑎      𝑥  + 𝑦  =

3

2
 

c) 𝑓(𝑥, 𝑦) =
1

𝑥2+𝑦
       𝑠𝑢𝑗𝑒𝑡𝑎 𝑎      𝑥  + 𝑦  =

1

3
 

 

4. Considérense todos los rectángulos con un perímetro fijo 𝑝. Utilizando los 
multiplicadores de Lagrange demostrar que el rectángulo con el área máxima es un 
cuadrado. 
 

5. Con ayuda de los multiplicadores de Lagrange, resolver los siguientes problemas: 
(a) Hallar los tres números cuyo producto es 27 y cuya suma es mínima. 
(b) Hallar los tres números cuya suma es igual a 27 y cuyo producto es máximo. 

 

6. Hallar los extremos de 𝑓 sujeta a las restricciones dadas: 

a) 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑥 − 𝑦 + 𝑧, sujeta a 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 2 

b) 𝑓(𝑥, 𝑦) = 3𝑥 + 2𝑦, sujeta a 2𝑥2 + 3𝑦2 = 3 
 

7. Hallar los extremos relativos de 𝑓 sujeta a la restricción 𝑆. 

a) 𝑓: ℝ2 → ℝ, (𝑥, 𝑦) ↦ 𝑥2 + 𝑦2, 𝑆 = {(𝑥, 2) | 𝑥 ∈ ℝ} 

b) 𝑓: ℝ2 → ℝ, (𝑥, 𝑦) ↦ 𝑥2 − 𝑦2, 𝑆 = {(𝑥, cos(𝑥)) | 𝑥 ∈ ℝ} 

c) 𝑓: ℝ3 → ℝ, (𝑥, 𝑦, 𝑧) ↦ 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2, 𝑆 = {(𝑥, 𝑦, 𝑧) | 𝑧 ≥ 2 + 𝑥2 + 𝑦2} 
 

8. Sea 𝑆 ⊂ ℝ2 la recta que pasa por (-1,0) con una inclinación de 45° y sea 𝑓: ℝ2 →
ℝ, (𝑥, 𝑦) ↦ 𝑥2 + 𝑦2. Hallar los extremos de f sujeto a S 

 
 
 
 
 



 

Universidad Autónoma de Nuevo León 
Facultad de Ciencias Físico Matemáticas 

Laboratorios de Cálculo Vectorial  
Enero - Junio 2023  

   

 

- 3 - 
 

III. INTEGRACIÓN MÚLTIPLE Y CAMBIO DE VARIABLES 

1. Calcular las siguientes integrales iteradas: 

a) ∫ ∫ 𝑥 ln(𝑦) 𝑑𝑦𝑑𝑥
7𝜋

𝜋

3

−4
 

b) ∫ ∫ 𝑥3(𝑦 + 3𝑥)2𝑑𝑦𝑑𝑥
5

4

6

3
 

c) ∫ ∫ 𝑥𝑦𝑒𝑥2+𝑦2
𝑑𝑦𝑑𝑥

1

0

1

0
 

 
2. Calcular el volumen de la región sobre el rectángulo [0,4]×[5,3] y bajo la gráfica de la 

función 𝑧 = 𝑥2𝑦. 
 

3. Calcular el volumen del sólido acotado por la gráfica 𝑧 = 𝑥2 + 𝑦, el rectángulo 𝑅 =
[0,2] × [3,4] y las “caras verticales” de 𝑅. 

 
4. Efectuar la integración indicada en la caja dada: 

 
a) ∭ 𝑥2𝑦𝑧3𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧

𝐵
, 𝐵 = [1,2] × [3,4] × [5,6] 

b) ∭ (3𝑥 + 2𝑦 + 5𝑧)𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧
𝐵

, 𝐵 = [0,1] × [0,2] × [0,3] 

c) ∭ cos 𝑥 sin 𝑦 tan 𝑧 𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧
𝐵

, 𝐵 = [−𝜋, 𝜋] × [0, 𝜋/2] × [0, 𝜋/4] 

 
5. Calcular el volumen del sólido limitado por 𝑥2 + 2𝑦2 = 2, 𝑧 = 0, 𝑥 + 𝑦 + 2𝑧 = 2. 

 
6. Demostrar que la fórmula que usa integrales triples para calcular el volumen bajo la 

gráfica de una función positiva 𝑓(𝑥, 𝑦) definida en una región elemental 𝐷 en el plano 
se reduce a la integral doble de 𝑓 sobre 𝐷. 

 
7. Sea 𝑓 continua y sea 𝐵𝑐 la bola de radio c centrada en el punto (𝑥0, 𝑦0, 𝑧0). Sea vol(𝐵𝑐) 

el volumen de 𝐵𝑐. Probar que: 
 

lim
𝑐→0

1

𝑣𝑜𝑙(𝐵𝑐)
∭ 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑉

𝐵𝑐

= 𝑓(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) 

 
8. Sea 𝐷 el disco unidad 𝑥2 + 𝑦2 ≤ 1. Calcular por medio de un cambio de variable a 

coordenadas polares: 
 

∬ 𝑒𝑥2+𝑦2
𝑑𝑥𝑑𝑦

𝐷
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9. Sea 𝐷 la región 0 ≤ 𝑦 ≤ 𝑥, y 0 ≤ 𝑥 ≤ 1. Calcular por medio del cambio de variables 𝑥 =
𝑢 + 𝑣, 𝑦 = 𝑢 − 𝑣. Comprobar el resultado por medio del cálculo directo de la integral 
resolviendo una integral iterada. 
 

∬ (2𝑥 + 3𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦
𝐷

 

 

10. Calcular ∬ (𝑥2 + 𝑦2)5/2𝑑𝑥𝑑𝑦
𝐷

, donde 𝐷 es el disco 𝑥2 + 𝑦2 ≤ 4. 

 
11. Sea 𝐵 la bola unidad. Calcular por medio de un cambio de variables apropiado: 

 

∭
𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧

√2 + 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2𝐵

 

 
12. Sea 𝑊 el sólido acotado entre las dos esferas 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 𝑎2 y 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 𝑏2, 

donde 0 < 𝑏 < 𝑎. Calcular: 

∭
𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧

(𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2)3/2
𝑊

 

 

13. Integrar √𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2𝑒−(𝑥2+𝑦2+𝑧2) sobre la misma región 𝑊 del ejercicio anterior. 
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